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Рис. 1

1. Предел и непрерывность функции нескольких переменных

Определение. Переменная u называется функцией k переменных

1 2, ,... kx x x , если каждой совокупности чисел 1 2 )( , ,... kx x x из множества D соответ-

ствует единственное значение переменной u . При этом принята запись

1 2 )( , , ... ku f x x x , а множество D называется областью определения функции u .

Приведем простейшие примеры функций нескольких переменных.
1. Объем прямого кругового цилиндра HRV 2 есть функция двух
переменных R и H , причем R >0 и H >0.
2. Функция 2 2z x y  есть функция переменных x и y , опреде-

ленная на всей плоскости OXY . Графиком этой функции называет-
ся множество точек ),,( zyx , координаты которых удовлетворяют

уравнению 2 2z x y  , т.е. график функции есть параболоид (рис.

1).

3. Функция  2 2 2ln 1u x y z    является функцией трех пе-

ременных , ,x y z , определенной на множестве 2 2 2 1x y z   . Геометрическое

изображение функции трех переменных с помощью ее графика невозможно,
так как для этого потребовалось бы пространство четырех измерений.

Для изучения функции k переменных введем расстояние  между двумя

точками 1 2( , ,..., )kM x x x и 1 2( , ,..., )kN y y y :

2 2 2
1 1 2 2( , ) ( ) ( ) ... ( )k kM N x y x y x y        .

При 2k  расстояние ( , )M N есть обычное расстояние между точками

плоскости. При 3k  расстояние ( , )M N естьрасстояниемеждуточкамипространства.

Введем понятие окрестности точки 0M . Окрестностью точки 0M радиуса

R называется множество точек M таких, что 0( , )M M R  . На-

пример, на плоскости OXY окрестность точки 0M есть круг с

центром в точке 0M радиуса R (рис. 2).

Говорят, что последовательность точек nM сходится к

точке  nM M M , если  , 0nM M  при n→ ∞.

Предел функции нескольких переменных обобщает поня-
тие предела функции одной переменной.

Определение. Конечное число b называется пределом функции

1 2( , ,..., ) ( )ku f x x x f M  при M → 0M , если для любой последовательности точек

nM , сходящейся к точке 0M  0nM M , соответствующая последовательность

значений функции ( )nf M сходится к числу b , т.е.

0

lim ( )
M M

f M b


 , если ( )nf M →b для 0nM M   0nM M .

Для функции двух переменных используют и другую запись

0M

y

x

Рис.2
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0

lim ( )
M M

f M


  
0

0

lim ,
x x

y y

f x y b




 .

Из определения следует, что предел b не зависит от способа приближения точ-
ки M к точке 0M .

Свойства пределов функции одной переменной остаются справедливыми
и для функций многих переменных.

Пример 1.1

1)
2 2

0
2

1 0 2 1 1lim
0 0 3 33x

y

x y

x xy


    
  

.

В этом примере мы воспользовались тем, что предел элементарной функции в
области ее определения равен значению функции в точке.

2)
0
0

1lim sin 0
x
y

x
y



  .

В этом примере мы воспользовались тем, что x есть бесконечно малая функ-

ция,
y

1
sin есть ограниченная функция (по модулю меньшая единицы), а произве-

дение бесконечно малой на ограниченную функцию есть бесконечно малая
функция.

3)
3 0 3
0

sin( ) sin( )
lim lim lim 1 3 3
x xy x
y

xy xy
x

y xy  


     .

Здесь мы воспользовались первым замечательным пределом.

4)
2 2

0
0

lim
x
y

xy

x y



не существует, т.к. функция

2 2
( , )

x y
f x y

x y



стремится к разным

числам при различных способах приближения точки  ,x y к точке  0,0 :

при x y имеем
2

2 2 20 0
1lim lim
22x y y

xy y

x y y  
 


,

при 2x y имеем
2

2 2 22 0 0

2 2lim lim
55x y y

xy y

x y y  
 


.

Определение. Функция  f M называется непрерывной в точке 0M , если

0
0

lim ( ) ( ) .
M M

f M f M




Свойства непрерывной в точке функции нескольких переменных анало-
гичны свойствам функции одной переменной.

Пример 1.2. 1). Функция
2

2 2
( , )

x y
f x y

x y



− элементарная и поэтому непрерывна

во всех точках, кроме точки  0,0 , где функция не определена.

2) Функция
2

1
),(

xy
yxf


 − элементарная и поэтому непрерывна во всех

точках, кроме точек линии 2y x , где функция не определена.
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Примеры для самостоятельного решения

1. Найти пределы функций: а)
2
1

lim
x y

x
y

e
x y







, б) 2 2

0
0

1lim ( )sin
x
y

x y
xy



 , в)
0
0

lim
x
y

x
x y




.

Ответ: а) 3,e б) 0 , в) предел не существует.

2. Исследовать на непрерывность функцию:

а)
2 2

1
( , )

1
f x y

x y


 
, б)  2 2 1sin , 0, 0,

( , )
0, 0 или =0.

x y x y
f x y xy

x y

   
 



Ответ: а). Линия разрыва – окружность 2 2 1x y  .

б). Линии разрыва 0, 0;x y  в точке (0,0) функция непрерывна.

2. Дифференцирование функции нескольких переменных

2.1. Частные производные

Для простоты записи ограничимся функцией двух переменных ),( yxf . Рас-

смотрим понятия полного приращения функции
),(),(),( yxfyyxxfyxf 

и частных приращений функции по x и y :
( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , ).x yf x y f x x y f x y f x y f x y y f x y         

Определение. Частными производными ( , )xf x y , ( , )yf x y функции ),( yxf назы-

ваются пределы
0

( , )
( , ) lim x

x
x

f x y
f x y

x 

 
 ,

0

( , )
( , ) lim y

y
y

f x y
f x y

y 


 

 .

Приняты и другие обозначения: ( , )f x y
x




, ( , )f x y
y




. Частные производные функ-

ции любого числа переменных определяются аналогично.
Так как в определении, например, производной xf  при вычислении x f

меняется только x при неизменных других переменных, то отсюда вытекает
следующее правило:

Чтобы вычислить частную производную от функции f по одному из ее

аргументов, нужно вычислить производную функции f по этому аргументу,

считая другие аргументы постоянными.

Пример 2.1.

1) 3 sinu x y  23 sinxu x y  , 3 cosyu x y  ,

2) 2 3 lnx yu e z   2 3 2x y
xu e    , 2 3 3x y

yu e    , 1
zu

z
  ,

3) yz x  1y
xz y x    , lny

yz x x  .

Частные производные ( , )xf x y и ( , )yf x y являются функциями от x , y и от

этих функций можно снова находить частные производные по x и y . Они на-

зываются частными производными второго порядка:
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( )xx x xf f   , ( )xy x yf f   , ( )yx y xf f   , ( )yy y yf f   .

Другие обозначения этих же производных:
2

2

f

x




,

2 f

x y



 
,

2 f

y x



 
,

2

2

f

y




.

Аналогично определяются и частные производные более высоких порядков,

например, ( )x y x x y xf f   .

Производные, в которых идет дифференцирование по различным пере-

менным, называются смешанными, например, xyf  , y xf  , x y xf  . Не доказывая,

отметим, что смешанная производная, в случае ее непрерывности, не зависит

от порядка дифференцирования, например, y x x yf f  , x y x x x y y x xf f f    .

Пример 2.2.

1).Для функции  2( , ) sin 1xf x y y e x y   имеем:  2sin 1x
xf y e y    ,

 2cos 1 2x
x yf e y y     ,  2cos 1 2x

yf e x y y     ,  2cos 1 2x
y xf e y y     .

2).Для функции 2 3( , , )f x y z x y z имеем:
2 3

xf y z  , 2 2( ) 3x z x zf f y z    , 0x z xf   , 26x z zf y z  .

Примеры для самостоятельного решения

1. Для функции yu x найти , , ,x y xx yyu u u u    .

Ответ: 1y
xu y x   , lny

yu x x  , 2( 1) y
xxu y y x    , 2(ln )y

yyu x x  .

2. Для функции  2lnu x y  найти
2u

x y



 
,

2

2

u

x




,

3

2

u

x y



 
.

Ответ:
2

2 2 2

2

( )

u x

x y x y


 

  
,

 
 

22

2 2
2

2 y xu

x y x




 
,

 

3

2 32

4u x

x y x y




  
.

3. Для функции 2 3 4u x y z найти
3u

x y z



  
.

Ответ: 2 324 x y z .

2.2. Дифференцируемые функции. Дифференциалы

Напомним, что если функция одной переменной )(xf дифференцируема

в точке x , то ее приращение в этой точке представимо в виде
)()()( xoxxfxf  ,

где )( xo  есть функция бесконечно малая более высокого порядка малости, чем

x , т.е.
0

( )
lim 0
x

o x
x 





.

Аналогично, функция двух переменных ),( yxf называется дифференци-

руемой в точке ),( yx , если ее полное приращение в этой точке представимо в виде

( , ) ( , ) ( , ) ( )x yf x y f x y x f x y y o        , (2.1)
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где 22 )()( yx  ,
0

( )
lim 0

o





 .

Аналогично для дифференцируемой функции трех переменных
 ( , , ) x y zf x y z f x f y f z o           ,

где 2 2 2( ) ( ) ( )x y z       ,
0

( )
lim 0

o





 .

Отметим, что если функция дифференцируема в точке, то она будет не-
прерывной в этой точке, так как приращение функции в силу равенства (2.1) будет
бесконечно малым, если приращения аргументов x и y бесконечно малы.

В равенстве (2.1) выражение ( , ) ( , )x yf x y x f x y y    называют дифференциа-

лом функции ),( yxf и обозначают ( , )d f x y . Таким образом,

( , ) ( , ) ( , )x ydf x y f x y x f x y y     , (2.2)

а равенство (2.1) принимает вид
( , ) ( , ) ( )f x y d f x y o    .

Так как 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , )f x y f x y f x y   , то равенство 0 0 0 0( , ) ( , ) ( )f x y d f x y o   

можно переписать так:

0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( )f x y f x y df x y o    или        0 0f M f M df M o    . (2.3)

Если пренебречь бесконечно малой )(o , заменить 0 0( , )df x y по формуле (2.2)

и учесть, что 0x x x   , 0y y y   , то получим приближенное равенство:

0 0 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )x yf x y f x y f x y x x f x y y y        . (2.4)

Это равенство позволяет линеаризовать функцию, т.е. заменить функцию
( , )f x y в окрестности точки  0 0,x y линейной функцией.

Равенство (2.4) используется также для приближенного вычисления значе-
ния функции ( , )f x y , если известно значение функции 0 0( , )f x y .

Пример 2.3. Линеаризовать функцию  3 4( , ) ln 1f x y x y   в окрестности точ-

ки 10 x , 10 y .

Решение. Найдем значения функции и ее частных производных в точке ),( 00 yx :

 3 4
0 0( , ) ln 1 1 1 ln1 0f x y      ,

2 / 3

3 4

1 1
31

xf x
x y

  
 

, 0 0
1( , )
3xf x y  ,

3/ 4

3 4
1 1

41
yf y

x y
  

 
, 0 0

1( , )
4yf x y  .

Теперь воспользуемся приближенным равенством (2.4)

 3 4( , ) ln 1f x y x y      1 11 1
3 4

x y    .

Определим дифференциалы высших порядков. Из равенства (2.2) следует,
что дифференциал функции ( , ) ( , ) ( , )x ydf x y f x y x f x y y     при фиксированных

x и y есть снова функция от переменных x и y . Ее дифференциал называют
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вторым дифференциалом функции ),( yxf и обозначают 2 ( , )d f x y . Таким об-

разом, 2 ( , ) ( ( , ))d f x y d df x y при фиксированных x , y .

Выведем формулу для вычисления 2 ( , )d f x y :

   

2

2 2

( , ) ( ( , )) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

x y

x y x x y y xx yx xy yy

d f x y d df x y df x df y

f x f y x f x f y y f x f y x f x y f y

      

                            

Таким образом,
2 2 2( , ) ( ) 2 ( )xx xy yyd f x y f x f x y f y         . (2.5)

Дифференциал второго порядка позволяет вывести (делать этого не будем)
приближенную формулу более точную, чем формула (2.3):

          0 0 0 0
2 21

2
f M f M d f M d f M o d f M    . (2.6)

Дифференциалы первого и второго порядков будут применены для исследова-
ния функции  ,f x y на экстремум.

2.3. Сложные функции и их дифференцирование

Пусть ( , )z f x y , причем ( )x x t , ( )y y t . Тогда суперпозиция этих трех

функций, т.е.     ,z f x t y t есть сложная функция одной переменной t . Пе-

ременные x , y называют промежуточными переменными, переменную t назы-

вают независимой.

Теорема. Пусть ( , )f x y , ( )x x t , ( )y y t − дифференцируемые функции.

Тогда производная сложной функции     ,z f x t y t равна

.t x t y tz z x z y        (2.7)

Доказательство. Придадим t приращение t . Тогда переменные ,x y получат

приращение ,x y  и переменная z получит приращение z . Так как функция

( , )z f x y − дифференцируема, то

 x yz z x z y o        .

Разделим равенство на t :
 

x y
oyxz z z

t t t t

      
   

. (2.8)

Так как

   o o

t t

  


 
 

,
     

2 2 22x y yx
t t t t
             

,

то равенство (2.8) примет вид:
   

22

x y
oy yx xz z z

t t t t t




                  
.

Переходя в этом равенстве к пределу при 0t  , получим:

   2 2
0 .t x t y t t t x t y tz z x z y x y z x z y                    
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Полученная формула (2.7) обобщается на сложные функции с любым
числом промежуточных и независимых переменных. Справедливо следующее
общее правило.

Для отыскания производной сложной функции по независимому аргументу на-
до ее производную по каждому промежуточному аргументу умножить на про-
изводную от этого промежуточного аргумента по независимому аргументу и
сложить эти произведения.

Поясним это правило в следующих случаях:
1) ),( vufz  , где ( , ), ( , )u u x y v v x y 

Тогда ( ( , ), ( , ))z f u x y v x y есть сложная функция независимых переменных ,x y и

x u x v x

y u y v y

z z u z v

z z u z v

     

     
.

2) ),,( tyxfz  и )(),( tyytxx  .

Тогда )),(),(( ttytxfz  есть сложная функция одной независимой переменной t .

Поэтому ее производную обозначим
dt

dz
(полная производная), а не z

t



(частная

производная).Промежуточныепеременные– , ,x y t .Итак,согласнообщемуправилуимеем:

.
z zdydz z dx

dt x dt y dt t
     

  

Пример 2.4. Найти частную производную z
t




и полную производную d z
d t

, если

2 3 arctgz x y t   , tytx cos,sin  .

Решение. Так как x
x

z
2




, 23

z
y

y





,

2
1(arctg )

1

z
t

t t

  
 

, то

2 2

2 2
1 12 cos 3 ( sin ) 2sin cos 3cos sin

1 1

d z
x t y t t t t t

dt t t
          

 
.

Пример 2.5. Показать, что функция 2 2( )z x y  , где 2 2( )x y  − произвольная

дифференцируемая функция, удовлетворяет соотношению

0
z z

y x
x y

 
 

 
.

Решение. Введем вспомогательную переменную 2 2u x y  . Тогда ( )z u , где
2 2u x y  . Поэтому 2x u x uz u x        , 2y u y uz u y        ;

2 2 0x y u uyz xz xy yx          .

Примеры для самостоятельного решения

1. Найтичастнуюпроизводную
x

z




иполнуюпроизводную

dx

dz
, если x yz e , где )(xy  .

Ответ: x yz y e
x
 


, ( )xy xydz y e x e x
dx

   .

2. Найти
dt

du
, если ln sin

x
u

y
 , где 23x t , 2 1y t  . Ответ:

2
ctg 6du t x x

dt y y y

     
  

.
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3. Показать, что функция ),( vufw  , где atxu  , btyv  , удовлетворяет

уравнению
y

w
b

x

w
a

t

w














.

2.4. Неявные функции и их дифференцирование

Функция, заданная в виде  y f x , называется явной функцией. Если же

задано уравнение  , 0F x y  , не разрешенное относительно y , то оно может оп-

ределить функцию  y y x , заданную неявно. Например, уравнение

3 3 1 0x y   определяет функцию 33 1y x  , заданную неявно.

Если неявная функция  y y x задана уравнением  , 0F x y  , то для нахожде-

ния производной  y x необязательно разрешать уравнение  , 0F x y  относи-

тельно y ; следует продифференцировать это уравнение по x , учитывая, что y

есть функция от x .

Пример 2.6. Для функции  y x , заданной уравнением 0xye xy  , найти произ-

водные    ,y x y x  .

Решение. Продифференцируем равенство 0x ye xy  по x , учитывая, что

 y y x : ( ) ( ) 0x y
x xe xy xy    или ( 1) ( ) 0xy

xe xy    .

Так как 1 0x ye   , то ( ) 0xxy   . Отсюда получаем 1 0xy x y    или x
y

y
x

   .

Для отыскания xxy продифференцируем по x равенство x
y

y
x

   , учитывая, что

 y y x :
2

1x
xx

y x y
y

x

   
   . Подставляя x

y
y

x
   , получим

2

2
xx

y
y

x
  .

Теперь рассмотрим функции, неявно заданные уравнением  , , 0F x y z  .

Из этого уравнения, если возможно, выразим одну из переменных, например z ,
через две другие переменные x и y , т.е. найдем решение  ,z z x y исходного

уравнения  , , 0F x y z  . Это решение  ,z z x y называется функцией, неявно за-

данной уравнением  , , 0F x y z  .

Например, уравнение 2 2 2 1 0x y z    неявно задает две функции
2 21z x y    , 2 21z x y    , определенные в единичном круге 2 2 1x y  .

Для отыскания частных производных функции  ,z z x y , заданной неявно

уравнением  , , 0F x y z  , следует продифференцировать это уравнение сначала

по x , затем по y , учитывая, что ,x y – независимые переменные, а z − функция от ,x y .

Пример 2.7. Для функции  ,z z x y , неявно заданной уравнением 0ze xyz  ,

найти производные xz , yz .

Решение. Продифференцируем равенство 0ze xyz  сначала по x , затем по y ,

учитывая, что ,x y – независимые переменные, а z − функция от ,x y :
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 1 0z
x xe z y z x z         x z

yz
z

e xy
 


, если 0ze xy  ,

 1 0z
y ye z x z y z         y z

xzz
e xy

 


, если 0ze xy  .

Примеры для самостоятельного решения

1. Пусть y есть та функция от x , заданная неявно уравнением
2 22 2 0x x y y x y      , которая принимает значение 0 1y  при 0 1x  . Найти

   1 , 1x xxy y  . Ответ:    1 1, 1 8x xxy y     .

2.Функция z переменных ,x y задана неявно уравнением 3 32 3 2 3 0x y z xyz y      .

Найти ,x yz z  . Ответ:
2

2x
x y z

z
x y z

 


,
2

2

6 3 2

3( )
y

y x z
z

x y z

  


.

3. Геометрические приложения

Пусть поверхность задана уравнением  , , 0F x y z  . Рассмотрим на по-

верхности точку  0 0 0 0, ,M x y z . Будем предполагать, что

0( )xF M , 0( )yF M , 0( )zF M одновременно не равны нулю. На по-

верхности через точку 0M проведем всевозможные линии L и

касательные прямые к этим линиям (рис. 3). Справедлива
следующая теорема.

Теорема. Касательные прямые, проведенные к всевозмож-
ным линиям поверхности 0),,( zyxF в точке 0M , лежат в одной плоскости, на-

зываемой касательной плоскостью. Нормальный вектор касательной плоскости

0 0 0{ ( ) , ( ) , ( )}x y zN F М F М F М  


.

Доказательство. Пусть произвольная линия L, лежащая на поверхности и про-
ходящая через ее точку 0 ,M задана параметрическими уравнениями )(txx  ,

)(tyy  , )(tzz  и точке 0M соответствует значение параметра 0tt  . Так как ли-

ния L лежит на поверхности, то координаты любой ее точки ( )x t , )(ty , ( )z t

удовлетворяют уравнению поверхности 0),,( zyxF , т.е. 0))(),(),(( tztytxF .

Продифференцируем это равенство по t : 0x t y t z tF x F y F z          . Равенство-

вернодля любого t , вчастностидля значения 0tt  , соответствующеготочке 0M , т.е.

0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.x t y t z tF M x t F M y t F M z t          

Левая часть этого равенства равна скалярному произведению вектора

0 0 0{ ( ), ( ), ( )}x y zN F М F М F М  


и вектора 0 0 0{ ( ), ( ), ( )}t t tS x t y t z t  


. Следовательно,

0N S 
 

, т.е. векторы S


и N

перпендикулярны.

Вектор S


, как известно, есть касательный вектор к линии L, заданной па-

раметрическими уравнениями )(txx  , )(tyy  , )(tzz  . Вектор N


определяется

только уравнением поверхности и не зависит от линии L. Таким образом, каса-

0M

N


Рис.3
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тельные прямые, проведенные к произвольным линиям поверхности в точке

0M , перпендикулярны одному и тому же вектору N


, т.е. лежат в одной плоско-

сти − в плоскости, перпендикулярной вектору N


.

Зная нормальный вектор 0 0 0{ ( ), ( ), ( )}x y zN F М F М F М  


касательной плоскости

и точку касания ),,( 0000 zyxM , можно записать уравнение касательной плоско-

сти к поверхности 0),,( zyxF в точке 0M :

     0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) 0.x y zF M x x F M y y F M z z          

Прямая, перпендикулярная касательной плоскости и проходящая через
точку касания, называется нормалью к поверхности. Нормальный вектор каса-

тельной плоскости 0 0 0{ ( ), ( ), ( )}x y zN F М F М F М  


является направляющим вектором

нормали. Поэтому уравнение нормали к поверхности 0),,( zyxF в точке 0M

имеет вид:

0 0 0

0 0 0

.
( ) ( ) ( )x y z

x x y y z z

F M F M F M

  
 

  

Пример 3.1. На поверхности 2 2 23 2 84 0x y z    найти точки, в которых каса-

тельная плоскость параллельна плоскости 9646  zyx .

Решение. Найдем нормальный вектор касательной плоскости

0 0 0 0 0 0{ ( ), ( ), ( )} {6 ,2 , 4 }x y zN F М F М F М x y z   


и нормальный вектор заданной плоско-

сти 1 {6,1, 4}N 


. Так как касательная и заданная плоскости параллельны, то их

нормальные векторы параллельны 1||N N
 

.

Условием параллельности двух векторов является пропорциональность их од-

ноименных координат, т.е. 0 0 06 2 4
6 1 4
x y z

   . Тогда 0x ,
2

0


y , 0z .

Точка касания ),,( 000 zyxM лежит на заданной поверхности, значит ее координа-

ты 0x ,
2

0


y , 0z удовлетворяют уравнению поверхности, т.е.

2
2 23 2 84 0

4


     и 2 .

При 2  получим искомую точку 1(2,1,2)M ; при 2   получим искомую точку

2 ( 2, 1, 2)M    .

Примеры для самостоятельного решения

1. Записать уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности
3 3 3 6 0x y z xyz     в точке (1,2,-1).

Ответ: 018511  zyx ,
5

1

11

2

1

1 





 zyx
.

2. Для поверхности 0 xyz написать уравнение касательной плоскости, пер-

пендикулярной к прямой
1

1

1

2

2

2









 zyx
. Ответ: 22  zyx .
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4.Экстремумы функции
4.1. Локальный экстремум функции

Локальный экстремум (максимум или минимум) для функции нескольких
переменных определяется так же, как и для функции одной переменной:

1. Функция )(Mf имеет локальный максимум в точке 0M , если 0( ) ( )f M f M в

некоторой окрестности точки 0M .

2. Функция )(Mf имеет локальный минимум в точке 0M , если 0( ) ( )f M f M в

некоторой окрестности точки 0M .

Отметим, что в окрестности точки экстремума 0M приращение функции

)()()( 00 MfMfMf  сохраняет знак, а именно 0)( 0  Mf для точки максимума,

и 0)( 0  Mf для точки минимума.

Для исследования функции на экстремум используют необходимое усло-
вие и достаточное условие экстремума.

Теорема (необходимое условие экстремума). Пусть функция )(Mf имеет экс-

тремум в точке 0M . Тогда в этой точке каждая частная производная равна

нулю или не существует.

Доказательство. Действительно, пусть, например, функция двух переменных
),( yxf имеет максимум в точке ),( 00 yx . Тогда 0 0 0( , ) ( , )f x y f x y . Это означает, что

функция одной переменной 0( , )f x y имеет максимум в точке 0x . Следовательно,

ее производная  0,xf x y в точке 0x равна нулю или не существует. Аналогично

доказывается, что производная 0 0( , )yf x y равна нулю или не существует.

Отметим, что необходимый признак экстремума не является достаточным.
Например, для функции 2 2z x y  её частные производные 2xz x  , 2yz y  рав-

ны нулю в точке  0,0 , но )0,0(),0( zyz  , а )0,0()0,( zxz  , поэтому в точке  0,0

экстремума нет.
Таким образом, для исследования функции на экстремум нужно

1) найти точки, в которых частные производные равны нулю или не существу-
ют (их называют критическими точками),

2) исследовать функцию в критических точках, используя достаточные призна-
ки экстремума или определение экстремума.

Рассмотрим достаточные признаки экстремума.

Теорема (достаточное условие экстремума функции ),( yxf ).

Пусть  0 0 0,M x y критическая точка функции ),( yxf ;

0 0( , )xxA f x y , 0 0( , )xyB f x y , 0 0( , )yyC f x y , 2A B
AC B

B C
    .

Тогда 1) если 0  , то функция ),( yxf в точке 0 0( , )x y имеет экстремум:

минимум при 0A  ; максимум при 0A  ;
2) если 0  , то функция ),( yxf в точке 0 0( , )x y экстремума не имеет.
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Доказательство. Воспользуемся формулой (2.6):

 2 2
0 0 0 0

1
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f M f M d f M d f M o d f M    . (4.1)

В критической точке 0M для дифференцируемой функции имеем:

0 0( ) ( ) 0x yf M f M   , 0 0 0( ) ( ) ( ) 0x ydf M f M dx f M dy    .

Кроме того, )()()( 00 MfMfMf  . Поэтому равенство (4.1) примет вид:

 2 2
0 0 0

1
2

( ) ( ) ( )f M d f M o d f M   .

Величина  2
0( )o d f M является бесконечно малой более высокого порядка, чем 2

0( )d f M ,

поэтому она не влияет на знак )( 0Mf ; знак )( 0Mf совпадает со знаком 2
0( )d f M в не-

которой окрестности точки 0M .Исследуем знак 2
0( )d f M , используяформулу (2.5):

0 0 0 0
2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) .xx xy yyd f M f M x f M x y f M y A x B x y C y                   

Вынесем за скобку 2( )y . Тогда    22 2
0( ) ( ) / 2 / .y yd f M y A x B x C           

Выражение в квадратных скобках является квадратным трехчленом относительно /x y  .

Егодискриминант 24 4 4D B A C       .Рассмотримдва случая: 0  и 0  .

а). Если 0  , то дискриминант квадратного трехчлена 0D  . Тогда знак
)( 0

2 Mfd , а значит, и знак 0( )f M совпадает со знаком A (рис.4,а, 4,б). При 0A 

имеем 0)( 0  Mf и, следовательно, в точке 0M функция )(Mf имеетминимум.При 0A 

имеем 0)( 0  Mf и,следовательно,вточке 0M функция )(Mf имеетмаксимум.

б). Если 0  , то дискриминант квадратного трехчлена 0D  . Тогда )( 0
2 Mfd , а

значит, и )( 0Mf изменяет знак в окрестности точки 0M (рис.4,в и 4,г). Поэтому

функция )(Mf не имеет экстремума в точке 0M .

Аналогичный достаточный признак экстремума имеет место и для функции
многих переменных 1 2( ) ( , ,..., )nf M f x x x .

Теорема ( достаточное условие экстремума функции 1 2( , ,..., )nf x x x ).

Пусть 0M – критическая точка функции  f M , 0

2

( ) i k
i k

M
f

A
x x



 

,

111 A , 11 12
2

21 22

A A

A A
  ,

11 12 13

3 21 22 23

31 32 33

A A A

A A A

A A A

  , …,

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n

A A A

A A A
n

A A An nn

 





   



. Тогда

1) если 1 2, ,..., n   положительны, то 0M − точка минимума функции )(Mf ;

2)еслизнаки 1 2, ,..., n   чередуются,начинаясознакаминус,то 0M − точкамаксимума.

 2

0
d f M

x
y




0A 

б)
Рис.4

 2

0
d f M

x
y




г)

0A x
y


в)

0A 

а)

x
y




 2

0
d f M 2

0
0

d f M
A 
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Пример 4.1. Исследовать на экстремум функцию 3 22
( , ) 2 1

3
f x y x x y y     .

Решение. Найдем критические точки функции из условия 0xf   , 0yf   .

Для этого решим систему уравнений:
22 2 0,

2 2 0,
x

y

f x y

f x y

     
    

или  2,
.

y x
y x



Эта система имеет два решения: 0 yx и 1 yx , т.е. функция ),( yxf имеет

две критические точки 1(0,0)M и 2(1,1)M .

Для исследования этих точек на экстремум вычислим производные второго
порядка и определитель  :

4x xf x   , 2x yf   , 2y yf    ; .48
22

24





 x

x

В точке 1M экстремума нет, так как 4 0    .

В точке 2M функция имеет экстремум, так как 4 0   , причем максимум, так

как  1,1 4 0xxA f     . Максимальное значение функции max
2(1,1) .
3

z f  

Пример 4.2. Исследовать на экстремум функцию
2 2 2 21 1

( , ) 1
2 2

f x y x y x y x y     .

Решение. Для отыскания критических точек функции решим систему:
2

2
2 0,

2 0,
x

y

f xy x y

f x y y x

     
     

 2 22 2xy x y  yx  .

Подставив yx  в первое уравнение системы, получим 32 2 0x x  или
22 ( 1) 0x x   . Поэтому 0x . Тогда и 0y . Итак мы получили критическую точ-

ку )0,0(0M . Вычислим частные производные второго порядка:
22 1xxf y   , 4 1xyf xy   , 22 1yyf x   .

Тогда 0( ) 1xxA f M  , 0( ) 1xyB f M  , 0( ) 1yyC f M  и
1 1

0
1 1

A B

B C
    .

В этом случае достаточный признак ответа не дает. Покажем, что точка 0M есть

точка минимума, используя определение. Запишем функцию ),( yxf в виде:

2 21

2
( , ) ( ) ( ) 1f x y xy x y    . Очевидно, что ( , ) 1f x y  , причем ( , ) 1f x y  только при

0x y  . Поэтому точка  0,0 есть точка минимума функции.Отметим,что min 1f  .

Пример 4.3. Исследовать на экстремум функцию

  2 2 2, , 10 4 3 2 13 5f x y z x y z xz yz x y z          .

Решение. Найдем критические точки функции из системы уравнений

2 4 2 0,

2 3 1 0,

20 4 3 13 0.

x

y

z

f x z

f y z

f z x y

      
      
       

Первое уравнение умножим на 2 , второе − на 3/ 2 и сложим с третьим уравнением.
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Получим: 05,75,7  z  1z . Тогда из 1-го уравнения 1x , из 2-го уравнения
1y . Итак, функция ),,( zyxf имеет единственную критическую точку 0(1,1,1)M .

Для ее исследования вычислим частные производные 2-го порядка:
2xxf    , 0xyf   , 4xzf   , 0yxf   , 2yyf    , 3yzf   , 4zxf   , 3zyf   , 20zzf    .

Составим из этих производных определители

1 2   , 2

2 0
4

0 2


  


, 3

2 0 4

0 2 3 30.

4 3 20



    



Так как знаки 1 , 2 , 3 чередуются, начиная со знака минус, то 0M есть точка

максимума функции ( , , )f x y z и max (1,1,1) 10f f  .

Примеры для самостоятельного решения

1. Исследовать на экстремум функции двух переменных:

а) 2 2 2z x x y y x y     , б) 2 2( 1) 2z x y   , в) 2 2 2 / 31 ( )z x y   .

Ответы:а) min 1z   при 1, 0x y  , б)экстремумовнет, в) max 1z  при 0, 0x y  .

2. Исследовать на экстремум функцию трех переменных
2 2 2

4
y zu x
x y z

   

в области 0, 0, 0.x y z   Ответ: min 4u  при 1/ 2, 1, 1.x y z  

4.2. Глобальный экстремум функции

Требуется найти наибольшее и наименьшее значения непрерывной
функции не в окрестности точки (локальный экстремум), а в некоторой области
(глобальный экстремум). Наибольшее (наименьшее) значение функции может
достигаться либо внутри области в точках локального экстремума (а значит, в
критических точках), либо на границе области.

Поэтому получаем следующий алгоритм отыскания наибольшего и наи-
меньшего значений функции ( )z f M в области D :

1) найти критические точки функции ( )f M , выбрать из них те, которые лежат

внутри области D , и вычислить значения функции в этих точках;
2) найти наибольшее и наименьшее значения функции на границе;
3) из всехполученных значенийфункциивыбратьнаибольшееинаименьшее значения.

Пример 4.4. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 2 2z x y  в

круге 2 2 4x y  .

Решение. 1). Найдем критические точки функции в круге: 2 0,
2 0.

x

y

z x
z y

   
    

Критическая точка 0(0, 0)M лежит в заданном круге и (0,0) 0z  .

2). На границе круга 2 2 4x y  , или 2 24y x  ( 2 2x   ), и поэтому функция z

примет вид: 2 2 2(4 ) 2 4z x x x     . Найдем критические точки получившейся

функции: 4 0xz x   при 0x  . В критической точке значение функции 4z   , на

концах отрезка  2, 2 значение функции 4z  .
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3). Из получившихся значений функции 0z  , 4z   , 4z  выберем наибольшее
значение 4z  (оно достигается в точках ( 2,0) ) и наименьшее значение 4z  

(оно достигается в точках (0, 2) ).

Примеры для самостоятельного решения

1. Найти наибольшее и наименьшее значение функции
3 3 3z x y x y   в области 20  x , 21  y .

Ответ: max 13z  при 2x , 1y ; min 1z  при 1 yx и при 0x , 1y .

2. Найти наибольшее и наименьшее значение функции 2z x y в области
2 2 1x y  .

Ответ: max
2

3 3
z  при 2

3
x   , 1

3
y  ; min

2

3 3
z  при 2

3
x  , - 1

3
y  .

4.3. Условный экстремум функции

Выше рассматривалась задача об экстремуме функции нескольких пере-
менных, при этом на независимые переменные не накладывалось никаких огра-
ничений. На практике приходится иметь дело с экстремумом функции несколь-
ких переменных, когда эти переменные связаны некоторыми условиями – урав-
нениями связи. Например, требуется найти экстремум функции ),,( zyxf на по-

верхности с уравнением ( , , ) 0F x y z  или на линии








0),,(

0),,(

zyxG

zyxF
, заданной пере-

сечением двух поверхностей.

Рассмотрим два метода отыскания условного экстремума.

Сведение к безусловному экстремуму

Пусть требуется найти экстремум функции ( , , )u f x y z при наличии свя-

зи ( , , ) 0F x y z  . Предположим, что из уравнения связи легко выразить одну из

переменных, например z , через две другие переменные x , y : ( , ).z x y Подста-

вим найденное z в функцию u : ( , , ( , )) ( , )u f x y x y g x y  . Мы получили функцию

двух переменных ( , )g x y . Так как связь между переменными x , y , z уже учтена,

то остается найти безусловный экстремум полученной функции ( , )g x y .

Рассмотрим случай экстремума функции трех переменных ( , , )u f x y z

при наличии двух уравнений связи: ( , , ) 0F x y z  и ( , , ) 0G x y z  . Из двух уравнений

связи можно выразить две переменные через третью переменную, например,
)(xyy  , )(xzz  . Подставляя )(xyy  и )(xzz  в функцию u , получим:

( , ( ), ( )) ( )u f x y x z x g x  . Так как связь между переменными x , y , z уже учтена, то

остается найти безусловный экстремуму полученной функции ( )g x .

Аналогично этот метод применяется и для отыскания экстремума функ-
ции n переменных при наличии k уравнений связи  k n .

Пример 4.5. Найти экстремум функции 2 2 2u x y z   , если x , y , z удовлетворя-

ют уравнениям связи 073  zyx , 03  zyx .
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Решение. Из двух уравнений связи выразим две переменные 12  xy , 2 xz и

подставим в функцию u : 2 2 2(2 1) ( 2)u x x x     . Исследуем полученную функ-

цию одной переменной на экстремум:
2 4 (2 1) 2 ( 2) 12 0xu x x x x        при 0x .

При переходе через точку 0x производная xu меняет знак с   на   , т.е.

функция u имеет в этой точке минимум, причем min 5u  достигается при 0x ,

1y , 2z .

Метод множителей Лагранжа

Этот метод применяется, когда из уравнений связи трудно или невоз-
можно выразить одни переменные через другие. Изложим алгоритм этого ме-
тода (без его обоснования).

Для отыскания условного экстремума функции ( , , )f x y z при наличии свя-

зей    , , , 0 , , , , 0F x y z G x y z  нужно:

1) составить вспомогательную функцию Лагранжа Ф следующим образом:
     , , , , , ,Ф f x y z F x y z G x y z      ;

2) найти ее критические точки из уравнений 0
Ф
x





, 0
Ф
y





, 0
Ф
z





и уравнений

связи    , , , 0 , , , , 0F x y z G x y z  ;

3) исследовать критические точки на экстремум, исходя из геометрических или
физических соображений.

Пример 4.6. На поверхности
2

2 2 1
96

x
y z   найти точки, наиболее и наименее

удаленные от плоскости 2881243  zyx .

Решение. Рассмотрим точку ),,( zyxM , лежащую на заданной поверхности. Рас-

стояние от точки M до плоскости 2881243  zyx вычисляется по формуле

2 2 2

3 4 12 288

3 4 12

x y z
d

  


 
=

3 4 12 288

13

x y z  
. (4.2)

Чтобы исследовать расстояние на экстремум достаточно исследовать на экс-
тремум более простую функцию 2881243),,(  zyxzyxf , причем надо учесть,

что точка ),,( zyxM не произвольная точка пространства, а лежит на заданной

поверхности, т.е. ее координаты удовлетворяют уравнению поверхности
2

2 2 1 0
96

x
y z    (уравнение связи). Решим задачу, применив метод множителей

Лагранжа. Составим функцию Лагранжа

 3 4 12 288Ф x y z    +
2 2 2 1

96
x y z

 
   

 
.

Найдем ее критические точки:

2 2 2

3 / 48 0,

4 2 0,

12 2 0,

/ 96 1 0,

y

z

xФ x

Ф y

Ф z

x y z

l

l

l

        
        


2 2 2

3 48 / ,
2 / ,
6 / ,

/ 96 1 0.

x
y
z

x y z





 
 

  


   
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Подставим полученные x , y , z в последнее уравнение системы
2 2

2 2 2

3 48 4 36
1

48 2  


  


или 1)364249(

1
2




, 2 256  , .16

Для 1 16  получим критическую точку  1
319, ,

8 8
M    .

Для 2 16   получим критическую точку  2
1 39, ,
8 8

M .

По формуле (4.2) вычислим расстояние от точек 1M и 2M до заданнойплоскости:

   
1

313 ( 9) 4 12 288
8 8 8241313

d
        

 , .2

313 9 4 12 288
8 8 919

13 13
d

     


Таким образом, точка 1M наиболее удалена от плоскости, точка 2M наименее

удалена от плоскости.

Пример 4.7. Из всех прямоугольных параллелепипедов, имеющих диагональ
длиной l , найти тот, объем которого наибольший.

Решение. Обозначим длину, ширину и высоту параллелепипеда через x , y , z .

Тогда его объем xyzV  , а квадрат диагонали 2 2 2 2l x y z   . Требуется найти

максимум функции xyzV  при условии, что переменные x , y , z связаны урав-

нением 2 2 2 2x y z l   (уравнение связи).

Составим функцию Лагранжа  2 2 2 2Ф xyz x y z l     .

Найдем ее критические точки из системы уравнений

2 0xФ yz x    , 2 0yФ xz y    , 2 0zФ x y z   

и уравнения связи 2 2 2 2l x y z   . Умножая 1-е уравнение на x , 2-е уравнение

на y , 3-е уравнение – на z , получим 22xyz x  , 22xyz y  , 22xyz z  . От-

сюда либо 0  (но тогда не будет учтено уравнение связи), либо 2 2 2x y z  и

из уравнения связи 2 23 x l , 3/x l .

Итак, мы получили единственную критическую точку 3/x y z l   . При этих

значениях x , y , z объем V будет наибольшим  3
max 3 3/V l , так как наимень-

ший объем (при наличии уравнения связи) будет в том случае, когда одна из
сторон стремится к нулю.

Примеры для самостоятельного решения

1. Представить положительное число a в виде произведения трех положитель-
ных сомножителей так, чтобы их сумма была наименьшей.
Ответ: 3 3 3a a a a   .

2. Из всех прямоугольных параллелепипедов, имеющих данный объем V , найти
тот, полная поверхность которого наименьшая.
Ответ: куб со сторонами 3 V .
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5. Скалярное поле

Скалярное поле – это область пространства, в которой задана скалярная
функция ),,( zyxf , называемая функцией поля. Например, это может быть поле

температур, поле давлений и т.д.
Множество точек поля, в которых функция поля ),,( zyxf принимает по-

стоянное значение c , образуют поверхность с уравнением czyxf ),,( , назы-

ваемую поверхностью уровня поля. Если скалярное поле плоское, например,
находится в плоскости XOY , то его функция поля ),( yxf зависит от двух пере-

менных x и y , а множество точек, в которых cyxf ),( , образуют линию уровня.

Линии уровня используются при составлении географических карт (для изо-
бражения точек, расположенных на одинаковой высоте над уровнем моря), при
составлении метеорологических карт (для изображения линий одинаковых тем-
ператур – изотерм и линий одинакового давления – изобар).

5.1. Производная поля по направлению

Для характеристики скорости изменения поля ),,( zyxf в направлении

вектора l

введем понятие производной поля по направле-

нию. Пусть задана точка M и вектор l

, выходящий из

точки M (рис.5). Рассмотрим точку 1M , лежащую на век-

торе l

, и величину 1( ) ( ) ( )f M f M f M   – приращение

функции поля )(Mf в точке M в направлении l

.

Определение.Производной поля )(Mf в точке M в направлении l

называют величину

1

1

0 1

( ) ( )( )
( ) lim lim

l M M

f M f Mf f M
M

l l M M  

 
 

 
.

Свойства производной по направлению

1). ( )
f

M
l




есть скорость измененияфункции )(Mf в точке M в направлении l

.

Действительно, ( )f M есть изменение функции )(Mf на участке 1MM ,

( )f M
l




есть средняя скорость изменения функции )(Mf на участке 1MM ,

0

( )
lim
l

f M
l 




есть скорость изменения функции )(Mf в точке M внаправлении l

.

2). Поле )(Mf в точке M в направлении l

возрастает (соответственно

убывает) тогда и только тогда, когда ( ) 0
f

M
l





(соответственно ( ) 0

f
M

l





).

Действительно, в направлении l

поле )(Mf возрастает  1( ) ( )f M f M 

1

1

( ) ( )
0

f M f M

M M


   ( )

f
M

l



0 .

Формула для вычисления производной по направлению

Пусть функция ),,()( zyxfMf  – дифференцируема в точке ),,( zyxM . Тогда

M

1M
l


l

Рис.5



21

( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y zf M f M x f M y f M z o           , (5.1)

где lzyx  222 )()()( и 0
)(

lim
)(

lim
00







 l

loo
l




.

Поделим равенство (5.1) на l :

( ) ( )
( ) ( ) ( )x y z

f M o lyx zf M f M f M
l l l l l

       
    

. (5.2)

Рассмотрим вектор  grad ( ) ( ), ( ), ( )x y zf M f M f M f M   , называемый градиентом

поля )(Mf , и вектор  0 , ,
yx zl

l l l
 

  


, равный единичному вектору направления l


.

Тогда равенство (5.2) можно записать в виде

0
( ) ( )

grad ( )
f M o l

f M l
l l

 
  

 


.

В пределе при l стремящемся к нулю получим:

0
( )

grad ( )
f M

f M l
l


 




, (5.3)

где  grad ( ) ( ), ( ), ( )x y zf M f M f M f M   , 0
l

l
l






 ─ единичный вектор направления l

.

5.2. Градиент и его свойства

Градиент  grad ( ) ( ), ( ), ( )x y zf M f M f M f M   является важной характеристикой

скалярного поля. Отметим ряд свойств градиента.

1. Скалярное поле )(Mf в точке 0M быстрее всего возрастает в направлении

вектора 0grad ( )f M со скоростью, равной 0grad ( )f M .

2. Скалярное поле )(Mf в точке 0M быстрее всего убывает в направлении,

противоположном вектору 0grad ( )f M , со скоростью, равной 0grad ( )f M .

3. Вектор 0grad ( )f M направлен по нормали к поверхности уровня поля )(Mf ,

проходящей через точку 0M .

Действительно из формулы (5.3) и определения скалярного произведения
следует, что

0
0 0 0 0

( )
grad ( ) grad ( ) cos

f M
f M l f M l

l



    



 
,

где  ─ угол между векторами 0grad ( )f M и l

. Так как длина единичного векто-

ра 0l

равна единице, то

0
0

( )
grad ( ) cos

f M
f M

l



 


.

Поэтому 0( )f M
l




принимает наибольшее значение, равное 0grad ( )f M , когда

cos =1. Значит, угол  между векторами 0grad ( )f M и l

равен нулю и

0grad ( )f M  l

.
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Производная 0( )f M
l




будет принимать минимальное значение, когда

1cos  , т.е. угол  = и 0grad ( )f M  l

.

Поверхность уровня поля ),,( zyxf имеет уравнение czyxf ),,( . Нормаль-

ный вектор этой поверхности  
0

; ;x y z
M

N F F F  


совпадает с 0grad ( )f M . Значит,

вектор 0grad ( )f M направлен по нормали к поверхности уровня поля )(Mf , про-

веденной в точку 0M .

Пример 5.1. Для поля 2 2 2( , , )f x y z x y z   найти

а) производную поля f в точке 0M в направлении вектора MM 0 , где 0M (1,0,1),

M (3,1,2),
б) наибольшую скорость возрастания поля )(Mf в точке 0M .

Решение. а). Найдем вектор 0М М


={2,1,1}, единичный вектор направления

0
0

0

{2,1, 1}

6

M M
l

M M
 




 ,    
0

0grad ( ) ( ), ( ), ( ) 2 , 2 , 2 {2, 0,2}x y z M M
f M f M f M f M x y z


    

Теперь воспользуемся формулой (5.3):

 0
0

( ) 1 1grad ( ) 2,0,2 {2,1,1} (2 2 0 1 2 1) 6
6 6

f M
f M l

l


          



.

Так как 0( )f M
l




>0, то поле в точке 0M в направлении вектора 0l M M
 

возрас-

тает, причем со скоростью, равной 6 .
б). Наибольшая скорость возрастания поля )(Mf в точке 0M равна

2 2
0grad ( ) 2 0 2 8 .f M    

Примеры для самостоятельного решения

1. Для поля 2 2 3( ) 3 2f M x y x y z     найти

а) максимальную скорость возрастания поля в точке )0,0,0(0M ,

б) направление наиболее быстрого убывания поля в точке 0M ,

в) скорость изменения поля в точке 0M в направлении, идущем от точки

0M к точке )0,4,3(M .

Ответ: а) 13 , б) {3, 2, 0}l  


, в) 1
5

 .

2. Найти производную поля 2 2( )f M x y z xyz   в точке )2,1,1(M в направлении,

образующем с осями координат углы  60 ,  45 ,  60 .

Указание. Единичный вектор направления имеет координаты cos , cos , cos .

Ответ: 5.
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